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Problema 1.
a) Daca a,b,c € R atunci are loc inegalitatea (a+b+ c)2 < 3(a2 +b*+¢ )

b) Fie x,p,z€(0,+00) astfel inct x+ y+z=2. Demonstrati ca y11x+3 +/11y+4 +/11z+7 < 6:3.

Barem
a) Avem a’ +b° 4+ ¢ +2ab+2bc+2ac <3G 43D F3C7 oo P
20D + 2D +20C K207 4 257 4 2C7 oo e et 1p
0§(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2 .............................................................................................................. 1p

b) FieJllx+3=a,\/lly+4=5bl11z+7=c
Avem @’ =11x+3,0" =11y 44,7 =112+ T oot sessisssnene e e LD
Folosim a) si rezulta

(T RN T A NP ) N T P N G IR | E O 1p

(\/l Ix+3 4+ 11y +4 +4/1 1z+7)2 C3[UX + Y +2) F 1] w2 LD

Finalizare: 11x+3 411y +4 411247 <633, coooiviiiiiiiiiiiiiiieeeee e AP

Problema 2.
a) Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia 2| x—3|+y* +9z° +1=2y +12z.
b) Determinati numerele intregi n pentru care |7+ 14| < |6n].

Barem
a) Ecuatia se scrie 2x =3[+ (3 —1)> +(32=2)" =4 oot LD

z € (—00,— 1N Z(nu convine) |
(oo T comving) | p
Asadar, z €{0,1}
—3=1 =0
Pentruz—0:>2-|x—3|—|—(y—1)2—0:>{|x | {x ................................................................... 0.5p
ly—=1l=1 [y=0

-3=1 —3==+1
Pentruz:1:>2-|x—3|+(y—1)2:3${|x | :>{x1

ly—1=1



O{x—3—1 x=4
1° =
y—1=1 y=2 0.5p
3o [ .
2°. =
{y—lz—l {yzO
O{x—3——1 {x—Z
3 =
y—1=1 y=2 0.5p
T
4°, =
{y—lz—l {y:O
Asadar, multimea solutiilor este: S = {(3,1,0); (4,2,1);(4, 0,1);(2,2,1);(2,0,1)} ............................................. 0.5p
b) n =0 nu verificd inecuatia datd
Asadar, Intl4 §1:>—1§7n+14§11p
n 6n
13n+-14
. 6n 20 ne [—oo,—ﬂ]U(O,oo) NZ
Rezulta = 13 1p
n+14
<0 ne[-14,0)NZ
6n
Finalizare ne{-14,-13,-12,..,—-3,-2} .1p

Problema 3.

a) Calculati produsul p = sin T sin o sin o sin ar i O

4 3 12
b) Daca sin(a+b—c)=1, demonstrati cd sin(2a)+ cos(3a +b—c)=0.

Barem
a) Avem sinS—W:sin 7r—5—7T :sinz:l
6 6 6 2
. . ] 2
ST = — SN | — T | = = SIM = o L reeeteesieeesteeesineesnneesneen e e e o LP
4 2
. [4 ] 3
sin— = —sin|——7|=—sin— = ——
2
. 197 . 197 . 5w w5 T
SIN——— = —SIN| 27T — —— | = = SIN = — COS | — T | = 008 = teutteiieriteeitee ettt e eette et et ettt st e s 1p
12 12 12 2 12 12

Rezulta ca p:—ﬁsinlcosi— V6 in L V6 ettt eeereeenaen s e veessaeeesseesssaeessseesssenne e s LP
8 12 16 6 32

b) Justifica relatia cos(a+b—c)=0 U URRUUPRRUSPPPPBY | )
Avem succesiv
c08(3a+b—¢) = C08[2a + (A + D= C)] ceruiiiiiiiciiies e L P
=cos(2a)-cos(a+b—c)—sin(2a) -sin(a@ + b —¢) = —SIN(2A) ccoeeeereerrieeaiie i i eeiieeeesiiieeeee e e P
Asadar, sin(2a)+coS(3a+D—0C) =0 ..ouuiniitiit e et seesiesne e s e e e e ene LD

Problema 4.

Se da patrulaterul convex MNPQ astfel incat MP L NQ si MPNNQ={0}. Fie A4,4,4,,4, proiectiile
punctului O pe [MN],[NP],[PQ], respectiv [OM].



AM AN AP 4,0
AN AP A0 AM
b) Sa se demonstreze ca dreptele 4, 4,, 4,4, si NO sunt concurente.

a) Demonstrati ca

Barem
. : R o AM  OM?
a) In triunghiul NOM,04, L NA, 4 €[MN|, avem OM’>=MA -MN si NO :NAI-NM:W: o (1),
1
2 2
analog 2N~ ON_ ) AP OF (5 4O _ 00,
AP OP 4,0 0Q° AM OM
Inmultind relatiile (1) — (4) obtinem a) ....... e e eee e e sraeesseeenes 2P
b) Fie 44, NNQO={S},4,4,NNO={T}, demonstram caS T
In triunghiul NMQ aplicim teorema lui Menelaus pentru punctele coliniare S — 4 — 4,
avem AM SO AN _ =1= 59 OQZ (5) ettt e e e e e e 2P
4,0 SN AM SN ON
In triunghiul NPQ aplicim teorema lui Menelaus pentru punctele coliniare 7 — 4, — 4,
Avem L& AN AP | [ TO_00" () e 2D
TN A4,P 40 TN ON
: . . . SO TO
Din (5) si (6) rezultd ca —==—= (7
()51 (6) o= (D)
FINAIIZATE S=T e e e e e e et eesieeesaeesneneesneea e e es 1P

Nota. Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator.
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Problema 1.

Se considera functia f:D >R, f(x)= lgi_—x.
+x

a) Sa se determine D, domeniul maxim de definitie.
b) Sa se demonstreze ca functia f'este o functie impara.

o om0 31 )

Barem

) DeterMINA D =(—1,1) cooiiiriiieiierieeiie ettt 2p
I+x 1-x\" l1-x

b) f(—X):lgEZIg(E] :—lgmz—f()() ................................................................................. Zp

¢) Cum / impard=> ' (—X)+ f (1) = 0, VX € D ..o 1p
Obtinef(—Lj+f(—Lj+ +f(—lj+f(0)+f(lJ+f(lj+ +f(Lj=

’ 2019 2018) 2 2 3) 7 2019

1 1 1 1

—f(—mj"Ff(mj‘i‘+f£—5j+f(5]+f(0)—f(0)—0 .................................................................... Zp
Problema 2.

N2 N32
s 2
1 2

oo oA C < . . o .
a) Determinati n astfel incat Cf,;",T" sa fie termeni succesivi ai unei progresii aritmetice.

Se considera dezvoltarea [ J ,neN xeR.

b) Pentru n =8, verificati daca existd valori ale lui x astfel incat diferenta dintre termenii al saselea si al
patrulea ai dezvoltarii sa fie 56.



Barem

1 2 2
a) Cf,i",%+<:>%€i=%(€°+&] ....................................................................................................... 1p

-1
L O el 1p
2 2 4 2
=90 +8=0=>1=8(7=1 MU CONVING) ....coevrrrrrereieeeeeeeeeeeeeeeeseeee e eee e seseeesnas 1p
x 8-5 5 5 X 8-3 5 3
2 16 2 16
b) T,-T,=56=C; 2—3 : 2X C; 23 2x =56 s 1p
216 22 216 22
Obine 277 =27 =1 (2) 427 =220 s 2p
Obtine 2" =1 8au 2" = =2, deCT X =0 ..ooiiiiiiiiee ettt et 1p
Problema 3.

Doud puncte materiale 4 si B se deplaseaza de-a lungul curbelor date de legile de miscare: y, (t) =2', respectiv
Y, (t) =—1+6, >0, unde timpul 7 se masoara in secunde, iar y se masoard in centimetri.

a) Reprezentati in sistemul ortogonal (tOy) legile de miscare ale punctelor materiale 4 si B.

b) Dupa cat timp se intdlnesc cele doud puncte materiale si ce distantd a parcurs B pana la momentul intalnirii

cud?
Barem
a) Reprezintd geometric graficul functiei ¥, (£)=2",8 20 ...oevuiiuiiniererierieerereee e 1p
Reprezintd geometric graficul functiei y, (t) =t H 0,120 e e 1p
b) Aintalneste B <> G, NG, ={P(£,7)} S 3, (1) = 1, (£) e 1p
Obtine ecuatia 2 =—¢+6 si observa solutia £ =2 (sau o deduce din reprezentarea geometrica a celor doud
e 21 ST SRSt 1p

Demonstreaza ca functia f (t) =2"+1—-6, >0 este strict crescitoare, deci injectivd si astfel ecuatia
f(¢t)=f(2) are solutie unica 1 =2 = cele doud puncte se intdlnesc dupa 2 SECUNe ..........cveerrerreerereeereeenennns 2p

Punctul B se deplaseazd pand se intdlneste cu A de la (0,6) la (2,4) si parcurge distanta de

Problema 4.
In reperul cartezian (xOy)se considerd triunghiul de varfuri 4(0,1),B8(2,1),C(1,-2).
a) Determinati punctul M situat pe axa Ox astfel Incat triunghiul 4AMB sa fie dreptunghic cu m(<):M ) =90".

b) Demonstrati ca doua dintre medianele triunghiului sunt perpendiculare.

Barem
a) Fie M (x,0)e(Ox), m(XAMB)=90"=> AM’ + MB* = AB’ .......ccccocovevvmmerrmmerrmneerrsesrirseseiecereeeenens Ip
Obtine x* +1+(x=2) 4124 & x* —2x+1=0=> X =12 M (1,0) oo 1p
b) A’(%,—%) mijlocul lui [BC],ecuatia medianei (4A4'): Y =—=X+1 c.ccooovirnnirnrirnreernceseeireeisessesienne. 2p
B'(%,—%) mijlocul lui [AC], ecuatia medianei(BB’): y = X =1 ..cccvurereeunereircriirecrineeeieceieseeeseeseeees 2p

My == =1=m 0 Myy =—1= AA" L BB oottt 1p



Noti: Orice alta rezolvare corectd va fi punctatd corespunzator.
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1 2 -1 0
Problema 1. Se considera matricele 4={2 2 0 |si B=|0
1 4 3 0

a) Demonstrati ci existi m € R astfel incat 4’ =m-A.
b) Rezolvati ecuatia 4-X =B, X eM _ (R).

Barem

a) Obtine m =10 ... e

a a+2b—c=0
b) Daca X =| b |, atunci se obtine {2a+2b=0
c a+4b-3c=0

Sistemul are solutia (—, #, 1),F €R ... oo

Problema 2. Fie A=(2 2) si X(¢)=1,+t-A,unde teR.

a) Verificati egalitatea X (¢,)- X(¢,) = X((t1 +1)(1, +1) —1).
b) Determinati valorile lui ¢ pentru care matricea X (¢) este inversabila.
¢) Calculati X '(1)- X(2)- X '(3)- X(4)-...- X(2018)

Barem:

a) Verifica relatia ... ..ooevinii i
b) Impune conditia X (¢)—inversabild < det(X (1)) #0 < e R\{—1} ...t

¢) Prin inductie se obtine X (¢,)- X (,) ... X(¢,) = X ((t, +1)(t, +1)-...-(¢, +1
1

Folosind pct. b) se observa X '(a)- X(a+1)= X[—j ..........................
a

+1
1-3-5...-2109

Finalizare X' (1)- X(2)- X (3)- X(4)...- X(2018) = X | 222220
pare XD K@) ATE) X XEOLE) (2-4-6...-2018

FACULTATEA
CONSTRUCTII DE MASINI
SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

2p
..1p

..1p



Problema 3. Se considera functia f:(0,0) >R, f(x)=Inx —m—')i, melR.
X+

a) Determinati valorile parametrului m astfel incat tangenta la graficul functiei f in x, =1 sd fie paralela cu
dreapta d:2x—y+1=0.

b) Determinati valorile parametrului m astfel incat functia f sa fie strict crescatoare pe (0,00).

Barem:

a) Impune conditia ca panta tangentei sa fie egala cu panta dreptei < 1’ (1) =2 et eieenee e e P
+x(2-m)+1
Obtine /' (x)= o nz) e A
x(x+1)

Finalizare f/(1)=2<m=—4 .. .cccoiiiiiiiiiiiiiiiii e 1P
b) Impune conditia f'(x)>0,(V)x>0< x> +x(2-m)+1>0,(V)x>0 (1) .eeveriiiiiininccieccece A
Relatia (1) revine la i) A <0< m €(0,4) ....uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e cceeseeseceieneenieee L
sauii) A2 0, x +x, <0, x,-x,>0 < me(—0,0].....coiiiiiiiiiiceeeee e P
Finalizare Pentru m e (—oo,4) functia f* este strict crescatoare pe (0,00) et 1p

Problema 4. Intr-un bazin, apa curge prin trei robinete identice. Daca primul robinet se deschide timp de 2 ore, al
doilea se deschide timp de 3 ore iar al treilea se deschide timp de 2 ore, in bazin se adund 400 dal de apa. Daca
primul robinet se deschide timp de o ora, al doilea se deschide timp de 2 ore, iar al treilea se deschide timp de 4
ore, in bazin se aduna 300 dal de apa. Daca primul robinet se deschide timp de 3 ore, al doilea robinet se deschide
timp de o ord, iar al treilea robinet se deschide timp de 6 ore, in bazin se adund 500 dal de apa. Determinati debitul
fiecarui robinet.

Barem:

Noteaza cu aq,b,c debitele celor trei robinete
2a+3b+2c =400

Scrie SIStEMUL {@ 2D 4 4C =300 ..ottt e et e e et e e sab e e e aaeeetaeeenbeeeanaeeenaaeans 2p
3a+b+6¢=500

Notand cu 4, matricea sistemului, ObtINe det A =24 ......ccooiiiiiiiiiieieeee ettt et 3p

Obtine solutiile @ =100, 5 =50, C =25 ..ottt ettt ettt e sttt e st e e ebeebeesabeeabeesaeenbeenseennnas 2p

Nota. Orice alta rezolvare corectd se va puncta corespunzadtor.
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Problema 1. Se considerd polinomul f e R[X], /= X*+2X +2 avand radacinile x,,x,,x;.

a) Calculati x; +x +x; .

uuuuuu

¢) Calculati (xl2 +1)(x22 +1)(x32 +1).

Barem:
a) Scrie relatiile VIEte. ... ..o 1p
ODBENE X, 43 X7 = =4 oottt 1p
b) Deoarece x; +x; +x; =—4, deduce ci polinomul are 0 rAdAcind reald................ceevvvreeriiiiiieneeenennn, 1p
Observd ¢ f e Z[ X |si analizeaza existenta radacinilor rationale.....................cccooiiiiiiiiiiniiin. 1p
Concluzia : polinomul are o radacina reald care nu este rationald, deci are o singura radacind irationala......... 1p
¢) Deoarece X, X,,x; sunt raddcini , rezulta (xl2 + 1)(x22 + 1)(x32 + 1) = (22-x)(22-x%)(2-x)
XX, X,
Finalizare (xl2 +1)(x22 +1)(x32 +1):%_22):5 ....................................................................... 2p
OBS: Folosind relatiile Viete, obtine (xl2 +1)(x§ + 1)(x32 +1) = s 2 2P

Problema 2. Se considerd inelul (Z,+,-)si corpul (Z,,+,)
a) Determinati probabilitatea ca alegand un element din inelul (Zé,+, ) , acesta sa fie neinversabil.
b) Rezolvati in corpul (Z,,+,-) ecuatia 3-x* +2=0.

c¢) Justificati daca exista un morfism de grupuri f: (Z6,+) - (Z";, ) astfel incat f (gj =2.

Barem:

b) Obtine 3 x* +

N >
Il
o>
=
S
Il
>
=
m
——
Lo>
B>
—_
[
=



¢) Presupunem, prin reducere la absurd, cd existd un morfism cu f (3) =2.

In mod necesar f(x+y)=f(x)-f(»)si f((A)j: ................................................................. 2p

Atunci f (3+ 3) =226 f (Oj =4 ,contradictie. Presupunerea este falsa, deci nu existd un astfel de morfism.....1p

Problema 3.
1

a) Demonstrati ca .[ (ln (x +4x"+1

0

\/x +1 1+\/_

b) Dacd f:[0,]] >R este o functic derivabila avdnd derivata descrescatoare pe [0,1], atunci

jf(x)dxsf@)—%-f'(l).

Barem:
a) Folosind metoda integrarii prin partii , ODtINE COIINLA. .. ...vuiintitt ittt e, 3p
1 1 1
b) Scrie j F(x)dx = j X f(x)dx=f(1) - j X QOVAX <o, 2p
0 0 0
1
Deoarece f'(x)este descrescatoare six<1= f'(x)> /" (1)§ij-x-f/ (x)dxzé-f/ (1) e, 1p
0
1
FinalizareJ-f(x)dx < f(l)—%-f'(l) ..................................................................................... 1p
0

Problema 4. Costul total de cumpdrare si Intretinere a unui aparat medical pentru x ani este exprimat de relatia
C(x)= 4000[30+2 | %ﬁdt] (euro).
0

a) Determinati pretul de cumpdrare.
b) Determinati costul exclusiv de intretinere pentru 8 ani a aparatului .

Barem:
a) Pentru x=0=>C(0)=120000...........cccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee e P
b) Obtine C(x):4000(30+2j%/;dt}:4000(30+%x3/;j s 2D
Costul exclusiv de intretinere este C(8) C(O) 06000 ...t 1p

Nota. Orice alta rezolvare corectd se va puncta corespunzadtor.



